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Consequences of the Fundamental Inequality

An important feature of the entropyfree thermodynamics of processes is the well-known funda-
mental inequality. In the case of simple thermodynamic materials and on certain analytical assump-
tions we deduce from it the representation of the constitutive equations for processes which remain

sufficiently close to an equilibrium state.

We further consider materials which are of the differential type and of complexity one. It is
shown that for such materials the equilibrium entropy, which can be used as a well-defined auxil-
iary function during a process, can be regarded as a possible entropy in non-equilibrium. This
theorem is only based on the validity of the fundamental inequality. It is therefore an improvement

of the theorem of Keller and Konig.

1. Materialgleichungen der physikalischen
Thermodynamik und fundamentale Ungleichung

Wir betrachten ein Element eines einfachen
thermodynamischen Materials! in einer Phase, in
welchem von Diffusion und elektromagnetischen Fel-
dern abgesehen werden soll. Als Zustandsbeschrei-
bung wiahlen wir die der physikalischen Thermo-
dynamik 2, wonach die dynamische Temperatur T (¢),
deren Gradient ¥ T'(¢) und der Spannungstensor
6 (), von dem wir annehmen wollen, daf} er sym-
metrisch ist, zum Zeitpunkt ¢ festgelegt sind, sobald
die unabhangigen thermodynamischen Variablen
spezifische innere Energie u(z), Deformationsgra-
dient F (z), Wirmestrom q(z) in — c <z < ¢ vor-
gegeben sind. Wir setzen voraus, dal es zu jedem

Wert von u und F einen eindeutigen Gleichgewichts-
zustand gibt. Dann lauten mit der begleitenden sta-
tischen Temperatur Ty (t) =T [u(2),F(¢)] und
dem begleitenden statischen Spannungstensor o (¢)
=0 [u(t),F(¢)] die Materialgleichungen
(1T —1/T) (1) =Fy' {u(2) ; F(2) 5 q(2) },
V1T () =F,/{u(z);F(2);q(2) }, (1.1)
(6/T—04/Ty) (1) =Fy' {u(2); F(z); q(2) },
wobei unter Fy'{...}, F{...}, Fyt{...} ein ska-

larwertiges, ein vektorwertiges bzw. ein tensorwer-
tiges Funktional der Variablen u(z), F(z), q(z)
(— o <z <t) zu verstehen ist.

Die eingefiihrten Groflen haben den Bilanzglei-
chungen und der fundamentalen Ungleichung zu ge-
niigen. Die letztere lautet nach Meixner 3

Jat{ (T~ 1Tyi +Sp[(o/T —0u/T) bo(BF1+F1F)] +1/0q-V1T} =0, (12)

wobei vorausgesetzt ist, dal} zur Zeit t= — ~ ein
ungehemmter Gleichgewichtszustand vorgelegen hat
und fiir £— oo ein solcher eingenommen wird, wenn
in t>7 der ProzeB mit u(t) =0, F(t) =0,q() =0
fortgesetzt wird. (Existenz der Gleichgewichtseinstel-
lung)

Durch

A= (u,F,q); A(—~)=[u(-~),F(— ), 0]
(1.3)
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und
Z[A()] = [F{-. )

VoFy (.. .} (F)™51/eV /D] (14)
seien zwei 13-komponentige Vektoren eingefiihrt,
womit an Stelle von (1.2) kompakter

[dtA () -Z[A(z)]=0 (1.5)
geschrieben werden kann. In der fundamentalen Un-
gleichung (1.5) kommt der irreversible Charakter
der Vorginge zum Ausdruck.

Wir beschrinken uns nun auf Prozesse, fiir die

die Abweichungen vom Gleichgewicht hinreichend
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klein sind. Fiir solche Prozesse soll die Struktur der
Materialgleichungen (1.4) naher untersucht wer-
den. Wir verlangen:

1. Die fundamentale Ungleichung (1.5) gelte fiir
alle Prozesse 4+ a7 (z) mit A= const., 77(z) € C,
(Def. 1 im Anhang) und einer von 7 (z) abhingi-
gen, hinreichend kleinen reellen Zahl «.

Die Struktur der Materialgleichungen (1.4)
schrinken wir durch einige Forderungen analyti-
scher Natur ein:

2. Es existiere fir jeden solcher Prozesse die Funk-
tionalableitung

3&-2’[A0+a7)(z)][a:o =D'[4y;7(2)]. (1.6)

Diese sei stetig beziiglich einer geeignet gewahlten
‘Norm

¢
1] @B L@ - ek ).

3. Fiir jedes 17 (z) sei
2 Ay +an(z)] -2 (4,)

=a[D(Ag; 7(2)) + R (a5 43 m(2))], (1.7)
wobei R?(...) gegen D/(...) beziiglich der gewahl-
ten Norm fiir hinreichend kleine || 7 (z) || vernach-
lassigbar sei.
4. Es konvergiere R![«a, Ay; 1(z)] fir a—0
gleichmaBig in jedem endlichen t-Intervall (und da-
mit wegen 2. gleichmalig gegen Null).

Zusitzlich stellen wir die physikalische Forderung
der Zeittranslationsinvarianz, wonach eine Verschie-
bung der Prozesse auf der Zeitskala die gleiche Ver-
schiebung von 2 (¢) zur Folge hat:

5. Es sei fiir alle 4 (z) mit 4(z) ¢ C, und alle reel-
len o
2i[A(z+0)]=2"[4(2)] . (1.8)

Mit (1.5) und den Forderungen 1. bis 5. werden
wir in der Lage sein (s. Anhang und Abschnitt 2.),
im Falle des Gleichgewichts und im Falle kleiner
Abweichungen vom Gleichgewicht die Struktur der
Materialgleichungen (1.1) festzulegen. Was unter
Gleichgewicht und ,kleinen Abweichungen vom
Gleichgewicht* zu verstehen ist, wird noch genauer
erldutert.

Fir eine spezielle Klasse von Materialgleichun-
gen, namlich die vom Differentialtyp und der Kom-
plexitdt 11, gewinnt man aus der fundamentalen
Ungleichung weitergehende Aussagen, ohne dall man
sich auf Gleichgewichtsnidhe beschranken muf. Fiir
sie wird eine Verschiarfung des Theorems von Keller
und Konig 3 angegeben.
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2. Folgerungen aus der fundamentalen
Ungleichung

Mit den in Abschnitt 1 genannten Voraussetzun-
gen, iiber deren Vorliegen allerdings nur das Ex-
periment entscheiden kann, ergeben sich die im An-
hang aus der fundamentalen Ungleichung hergelei-
teten Satze, die sich leicht deuten lassen.

Im ungehemmten thermostatischen Gleichgewicht
ist A(z) konstant (— o <z=<1t). Damit besagt
Satz 1, daB im Gleichgewicht 2*(A4,) = O ist, und
daB} daher die linken Seiten von (1.1) verschwin-
den. D. h. esist T =Ty (4,), VT =0, 6 =6, (4,).

Nach den Satzen 2 und 3 und der Forderung 4.
stellt die Transformation « 7 (z) — D![Ay; a7 (2)]
ein lineares passives System dar. Die bekannte Dar-
stellung (A 9) liefert somit eine Approximation in
Gleichgewichtsndhe des im allgemeinen nichtlinearen
Funktionals 2*[ A, + a7 (z) ]. Unter Gleichgewichts-
nihe verstehen wir, da8 die Approximation fiir hin-
reichend kleine Werte von | a7 (z) || gilt.

Satz 4 endlich sagt aus, dal die in der linearen
Approximation des Funktionals Z![A,+an(z)]
auftretenden Matrizen A (4,), B(4,), P(4,, 2)
dann und nur dann symmetrisch sind, wenn die
Kreuzdifferentitationsregeln (A 11) gelten. Diese
Relationen sind Verallgemeinerungen der bekann-
ten statischen Potentialrelationen, was zu erkennen
ist, wenn man sie fiir den dynamischen Anteil

3t_3t_ (1T, [A(t)]; —0u/T[A()]; 0) (2.1)

formuliert

d ~
31 .
53 M Arah @A) |
d =
ZEEi'[Al,---,A/:-Fah(Z),---/113] a=0

und speziell A(z) =1 (— o <z X t) setzt. Wie be-
tont, ist aber die Voraussetzung fiir die Gultigkeit
von (A11) oder (2.2) die Symmetrie der in der
Darstellung des Funktionals D/[A4,; 7(z)] auftre-
tenden Matrizen. Nach Meixner wissen wir, dafl die
Symmetrie der Matrizen A(Ao), B(4,) als Folge
der fundamentalen Ungleichung gesichert ist, dal} die
Symmetrie der charakteristischen Matrix P (4,, z)
allerdings erst durch das Prinzip der mikroskopi-
schen Reversibilitit und das Schwankungsdissipa-
tionstheorem gesichert ist 4. Es sollte hervorgehoben
werden, dall die Relationen (2.2), vorausgesetzt,
dafl die in der linearen Entwicklung auftretenden
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Matrizen symmetrisch sind, die Existenz eines ver-
allgemeinerten Potentials (etwa die Definition einer
Entropie des Nichtgleichgewichts) nicht beanspru-
chen.

Wir wenden uns jetzt den Materialgleichungen
vom Differentialtyp und der Komplexitdt 1! zu. Sie
sind djldurd') definiert, dal 2 (¢) eine stetige Funk-
tion 2 von A () und A () ist. Wir setzen voraus,
daf} die fundamentale Ungleichung

[@d@) 240, 40]Z0  (23)
fir alle in — c <¢ < 7 stetigen und stiickweise ste-
tig differenzierbaren 4 (¢) gilt. Dann leitet man die
Aussagen

A@)-Z[A@), A(1)1=0; Z[A(1),0]1-0 (24)

her. (Beweis siehe®.) Sie sind insofern eine Ver-
schiarfung des Theorems von Keller und Kanig?.
als (2.4), nicht mehr als Voraussetzung benétigt
wird, sondern Folge von (2.3) ist. Unter Zuhilfe-
nahme der Bilanz fiir die innere Energie und der
Gibbsschen Relation fiir die begleitende statische
Entropie sy (¢) fihrt (2.4); auf

s+ 1/odivg/T=0. (2.5)

Diese Ungleichung sagt aus, dal} die begleitende
statische Entropie fir die betrachtete spezielle Klasse
von Materialgleichungen eine mogliche Entropie des
Nichtgleichgewichtes ist. Es wird damit das Postulat
der klassischen Thermodynamik irreversibler Pro-
zesse ohne innere Variable begriindet, wonach unter
anderen auch die statische Entropie als Entropie
wahrend eines Vorganges, d. h. fiir beliebige Ab-
weichungen vom Gleichgewicht angesehen werden
kann.

3. Anhang

Definition 1: C,, ist die Klasse aller in
— o <t< oo definierten, m mal stetig differenzier-
baren Funktionen y(¢) mit der zusitzlichen Eigen-
schaft, dal y(¢) fir alle positiven Werte von n

limy(t)t"=0 (A1)
t—s -0
erfillt.

Satz 1: Fiir beliebige ¢ und beliebige konstante
Vektoren 4, ist 2/(A,) eine Funktion 2 von 4,
und es gilt

3t (4y) =2 (4, =0. (A2)
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Beweis: Wir setzen A(z) =A;+an(z) mit
1 (z) € C, in die Ungleichung (1.5) ein und verwen-
den die Zerlegung
2i[Ay+an(z)] =2t (4,)

+a[D'(Ag; 1(2)) + R (a5 4¢3 1(2))] . (A3)

Damit erhalten wir

[dean () {2 (Ay) +alD' (A3

N(z)) + R (a5 4451(2))1} 20, (A4)

und zwar fiir beliebige «, AO, 7 (t). Nach Division
durch «>0 und anschliefendem Grenziibergang
a— 0 folgt

[den (1) -2 (Ay) 20 (A5)
fir beliebige 1 (t) mit 7(z) 862, woraus die Be-
hauptung folgt.

Satz 2: Das Funktional D[4, #(z)] besitzt die
Passivitatseigenschaft, d. h. es gilt fir alle «, 4,,
7(z)

[din (0)-D'[4y;7(2)] 2 0. (A6)

Beweis: Wir setzen (A2) in (A4) ein, divi-
dieren durch «*>0 und bilden a— 0. Wegen der
Forderung 3. aus Abschnitt 1 folgt die Behauptung
unmittelbar.

Die Voraussetzung 2. sichert nach Ergebnissen
der Funktionalanalysis ¢ den folgenden

Satz 3: Es ist D'[Ay; 7(z)] beziiglich der Va-
riablen 7 (z) ein lineares Funktional.
Satz 4: Das Funktional D![A,; 7 (z)] ist zeit-

translationsinvariant.

Beweis: Wegen (1.8) ist zundchst fir belie-
bige & + 0, 7 (z), 4, und reelle Werte o

1/aZt[Aj+an(z+0)]=1/aZt*°[Ay+an(z)]
(A7)

1/aZt(Ay) =1/a Zt+o(4,) . (A8)

Die Behauptung folgt, indem man (A7) und (A 8)
voneinander subtrahiert und den Grenziibergang
& — 0 vornimmt.

Unter Verwendung der Satze 2, 3, 4 gilt

Satz 5: Die Transformation 7(z) — D[ 4,; 11(z)]
ist ein lineares passives System und besitzt daher
die Darstellung 7
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D! [A);7(2)]1=A(4y)n () +a(dy)n (1)
1 )
+ [B(4y)n(z)dz +0fP(A0,z) n(t—z)dz (A9)

+ JIP(44,0) - P (4,2} (e 2)ds.

Die Matrizen A, B, a haben die Eigenschaften
A, B: = symmetrisch, nicht negativ definit

a: = antisymmetrisch.

Die charakteristische Matrix P (4, , z) (sie ist im
allgemeinen nicht symmetrisch) besitzt iiber die
Spektralmatrix ® (4,, »)die Darstellung

P(A,,z) - [ e d® (4,,0) . (A10)

Fiir jeden Vektor x ist dabei x* P (4,, z) X eine
positiv definite Funktion und x*® (4,, @)X eine
reelle beschrinkte, nicht abnehmende Funktion in
— o <w< o, die bei w =0 stetig ist und dort den
Wert Null hat.

Satz 6: Fiir reelle Systeme, fiir die die zu der
Transformation 17 (z) — D![A,; 7 (z)] gehorende
Impedanzmatrix symmetrisch ist, gelten die Kreuz-
differentiationsregeln

d
qa SK s ditah(z), ... Ay) ’
L a=0

=i2it[/11,..

da -sAk +(1h(2),

Ayl |

(i b=1,2,...,18) . (A11)
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Dabei bedeuten X;(...) und 2i(...) die k-te
bzw. i-te Komponente des Vektors Z{[A, + a7 (z)].
Fiir A, ist (A, ... A;3) gesetzt, und die einzige
nicht verschwindende Komponente von 7 (z) ist auf
der linken Seite von (A 11) die i-te, auf der rechten
Seite die k-te.

Umgekehrt folgt aus der Giiltigkeit der Kreuz-
differentiationsregeln (A 11) die Symmetrie der aus
7n(z) — D![4y; 7(z)] gewonnenen Impedanzma-
trix.

Beweis: Der erste Teil von Satz 6 folgt un-
mittelbar aus dem Darstellungstheorem (A 9) fiir
lineare passive Systeme. Die Umkehrung folgt, in-
dem man beriicksichtigt, daB (A 11) fiir alle zu-
gelassenen /(z) gilt. Durch spezielle Wahl der A (z)
kann dann nach elementaren Rechnungen die Sym-
metrie der Matrix P(4,, z) und damit der Impe-
danzmatrix hergeleitet werden.
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